XI1: Algorithmik: Sortieren und Sucher

e Sortieren durch Auswahlen, Sortieren durch Mischen und Vergleich der
Laufzeit

e Abschatzung der Laufzeit eines Algorithmus, O-Notation.
e Bindre Suche
e Typvariablen (passiv)

e Rekursion
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Sortieren durch Auswahlen

Wir wollen ein Array a von i nt -Zahlen der GrofRe nach sortieren:
Z.B.11,9,17,5,12s0ll 5,9,11,12, 17 werden.

Wir suchen das kleinste Element, hier a|3] = 5, und schaffen es nach vorne
durch Vertauschen mit dem ersten Element:

11 9 17 |5 12
S 9 17 11| 12

Dann suchen wir das kleinste Element von a 1. . 4] . Es ist schon an der
richtigen Stelle.

Dann das kleinste Element von af 2. . 4] . Esist a] 3] =11. Vertauschen
mita[ 2] fuhrt auf

5 9 |11 |17| 12

Das kleinste Element von a[ 3. . 4] wird noch mit a[ 3] vertauscht und
wir sind fertig.
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Dasselbe In Java

Zundchst das Testprogramm

| nport ...;
public class Sel Sort Test

{ public static void main(String[] args)
{ int[] a = ArrayUtil.random nt Array(20, 100);

ArrayUil.print(a);

Sel Sort.sort(a);
ArrayUil.print(a);
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Sortieren durch Auswahlen in Java

public class Sel Sort
{ | **
Finds the smallest elenent in an array range.
@param a the array to search
@aramfromthe first position in a to conpare
@eturn the position of the smallest elenent in the
range a[fron]...af[a.length - 1]
*/
public static int mninunPosition(int[] a, int from
{ int mnPos = from
for (int i =from+ 1; I < a.length; |++)
I1f (a[i] < a[m nPos]) m nPos = i;
return m nPos;

Informatik | XI11: Algorithmik: Sortieren und Suchen 370



Sortieren durch Auswahlen in Java

/**

Sorts an array.
@raram a the array to sort
*/
public static void sort(int[] a)
{ for (int n =0; n<a.length - 1; n++)
{ iInt mnPos = mninunPosition(a, n);
| f (m nPos != n)
ArrayUtil.swap(a, m nPos, n);
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Testen

mhof mann> java sorting/ Sel Sort Test
52 23 37 65 79 95 21 27 12 12 78 66 66 51 7 39 81 86 95 74
7 12 12 21 23 27 37 39 51 52 65 66 66 74 78 79 81 86 95 95

Fir langere Arrays die pr i nt Statements ’rauskommentieren.
Bis GroRe 10000 ist die Laufzeit 1s.

Bei 50000 dauert es ca. 10s.

Beil 100000 dauert es mehrere Minuten.

Beil 1500000 dauert es mehrere Stunden.

Wir flihren eine genauere empirische Analyse durch:
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Stoppuhr

Die Methode System current Ti meM | | 1 s() liefert die Anzahl der
Millisekunden, die seit 00:00 am 1.1.1970 verstrichen sind (ca. 1 Trillion
> 23! daher ist | ong erforderlich.)

Damit konnen wir eine “Stoppuhr-Klasse” bauen, die die Methoden

reset ()
start ()

st op()
get El apsedTi me()

bereitstellt (Details siehe Javadoc).
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Stoppuhr

package sorting;

/**
A stopwatch accunul ates tinme when it is running. You can
repeatedly start and stop the stopwatch. You can use a
stopwatch to neasure the running tinme of a program

*/

public class StopWtch
{

private | ong el apsedTi ne;
private | ong startTi ne;
private bool ean i sRunni ng;

/**

Starts the stopwatch. Tine starts accunul ati ng now.
*/
public void start()
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{

/**

*/
pub
{

/**

Informatik |

Stoppuhr

I f (1 sRunning) return;
| SRunni ng = true;
startTime = SystemcurrentTinmeM I 11is();

Stops the stopwatch. Tinme stops accunul ati ng and
| s added to the el apsed tine.

lic void stop()

1 f (!iIsRunning) return;

| SRunni ng = fal se;

| ong endTine = SystemcurrentTimeM I 1lis();

el apsedTi ne = el apsedTinme + endTine - startTi ne;

XI11: Algorithmik: Sortieren und Suchen 375

I S



Stoppuhr

Returns the total elapsed tine.
@eturn the total elapsed tine
*/
public | ong get El apsedTi me()
{ 1f (1isRunning)
{ long endTine = SystemcurrentTimeMI1lis();
el apsedTi ne = el apsedTine + endTinme - startTi ne;
startTinme = endTi ne;

}

return el apsedTi ne;
}
/**

Stops the watch and resets the elapsed tine to O.
*/

public void reset()
{ elapsedTine = 0;
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Stoppuhr

| SRunni ng = fal se;

/**

Constructs a stopwatch that is in the stopped state
and has no tine accumnul at ed.

*/

public StopWatch()

{ reset();

}
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Laufzeit von Sel Sort

public class Sel SortTine
{ public static void main(String[] args)
{
Int n = Integer. parselnt(JOpti onPane. show nput Di al og(" Ent er
array size:"));
Int[] a = ArrayUtil.randonm ntArray(n, 100);
StopWatch tinmer = new StopWatch();
timer.start();
Sel Sort.sort(a);
timer.stop();
Systemout. println("El apsed tine:
+ tinmer.getEl apsedTinme() + " mlliseconds");
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Laufzeitmessung

n

Laufzeit in ms (’03) | Laufzeit in ms (’08)

500

1000
1500
2000
2500
3000
3500
10K
20K
30K
40K

7

14
27
54
66
93
133
992
3939
8848
15858
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Analyse der Laufzeit

Als grobes Mal fir die Laufzeit wahlen wir die Anzahl der Arrayzugriffe.

Die wirkliche Laufzeit ist auf jeden Fall groRer als ein festes Vielfaches
dieser Zahl.

Wir schatzen die Zahl der Arrayzugriffe von unten ab:

Sei n die Arraygrole.
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Abschatzung der Laufzeit

Finden des kleinsten Elements: n Zugriffe.

Finden des 2.kleinsten Elements: n — 1 Zugriffe.
Finden des 3.kleinsten Elements: n — 2 Zugriffe.
Finden des n — 1.kleinsten Elements: 2 Zugriffe.
Macht zusammen2 +3+4+5+---+n = W —1=1In*+in-1.

Das Vertauschen haben wir gar nicht gerechnet!
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Grol3enordnung der Laufzeit

Zahl der Arrayzugriffe > In% + In — 1.
Der lineare Term spielt fur grol3e »n keine Rolle.

Der Faktor 1/2 auch nicht, da die exakte Laufzeit sowieso durch

Multiplikation mit einem maschinen- und implementationsabhangigen Wert
entsteht.

Nur das quadratische Wachstum interessiert. Wir schreiben
1/2n? +1/2n — 1 = O(n?).

Die Laufzeit von Selection Sort ist O(n?)
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O-Notation

Zur Bestimmung der O-Notation finde man den am schnellsten wachsenden
Term und lasse eventuelle Vorfaktoren weg.

0,973 + 890n? = O(n?)
n?(n? 4+ 4n) = O(n?)
om 1 ,nSOOOO — O(Qn)
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FUr Pedanten

Eigentlich misste man schreiben
1/2n° € O(n?)

denn O(n?) ist die Klasse der Funktionen von hdchstens quadratischem
Wachstum.
Das Gleichheitszeichen hat sich aber eingebUrgert.

Formale Definition von O(—) gibt es in “Algorithmen und
Datenstrukturen”.
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Sortieren durch Mischen

Gegeben folgendes Array der Grolie 10.
5,9,10,12,17, 1,8,11,20,32

Die beiden “Halften” sind hier bereits sortiert!
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Mischen

Wir kdnnen das Array sortieren, indem wir jeweils von der ersten oder der
zweiten Halfte ein Element wegnehmen, je nachdem, welches “dran” ist:

5,9,10,12,17, 4,8,11,20,32 |1
5,9,10,12,17, 1,8,11,20,32 | 1,5
5,9,10,12,17, 1, &,11,20,32 | 1,5,8
B, 9,10,12,17, 1, 8,11,20,32 | 1,5,8,9

...und die weggenommenen Elemente in ein anderes Array kopieren.
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Sortieren durch Mischen

Falls die beiden Halften nicht schon sortiert sind, dann mussen wir sie eben
vorher sortieren.

Wie? Durch Mischen der jeweiligen Halften (also Viertel).

Und wenn die nicht schon sortiert sind? Dann werden wiederum die
jeweiligen Halften (also Achtel) gemischt.

Usw. bis man bei Arrays der Grolie Eins angelangt ist, die ja stets sortiert
sind.
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Sortieren durch Mischen In Java

public static void nergeSort(int[] a, int from int to)
{ 1f (from==1to) return;

Iint md = (from+ to) / 2;

/[l sort the first and the second half

mergeSort(a, from md);

mergeSort(a, md + 1, to);

nmerge(a, from md, to);
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Mischen

public static void nerge(int[] a,
int from int md, int to)
{ int n=to - from+ 1;
/|l size of the range to be nerged

/[l merge both halves into a tenporary array b
Int[] b = newint[n];

int 11 = from

/[l next elenment to consider in the first range
Int 12 = md + 1,

/'l next elenment to consider in the second range
int | = 0;

/] next open position in b

// as long as neither i1 nor i2 past the end, nove
/1 the smaller elenent into b
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Mischen

while (11l <=md & 12 <= to)
{ 1f (a[i1l] < a[i?2])
{ blj] =ali1];
| 1++;

}

el se

{ blij] =ali2];
| 2++;

}

] ++;
// note that only one of the two while | oops

/] belowis executed

/'l copy any renmaining entries of the first half
while (11 <= md)
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Mischen

{ bl[j] = a[il];
| 1++;
] ++;

}

/] copy any remaining entries of the second half
while (i2 <= 1t0)
{ blj] = a[i2];

| 2++;

] ++;

/] copy back fromthe tenporary array
for (j =0; J <n; j++)
a[from+ J] = Db[]];
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Laufzeit von Merge Sort

Laufzeit in ms ’03

Laufzeit in ms 08

500

3500
10K
20K
30K
40K
50K
60K
80K
SM

7

17
35
41
56
69
94
109
138
9612
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Analytische Bestimmung der Laufzeit

Sei T'(n) die Zahl der Arrayzugriffe von Merge Sort bei Arraygrofe n.
Es gilt:

T(1)=0

T(n)=2T(%) + 5n
falls n = 2% (ansonsten stimmt’s immer noch “gréRenordnungsménig™).

Die 5n kommen vom Mischen: 3n flir’s eigentliche Mischen, 2n flr’s
Zurlckschreiben.

LOsung der Gleichung:

T(n) = T(2%) = 5.28427 (2% 1) = 5.2842.5.28 71447 (28 =2) 4. . .42%.7°(1)
Wir raten: T(2%) = k-5-2F + 28 . T(1) = k-5 - 2%,

Gegenprobe: k-5 -2 =2(k —1)-5-2F1 + 5. 2%,

Also gilt T'(2%) = 5. 2% . k oder T'(n) = 5n log, n.
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Analytische Bestimmung der Laufzeit

Es ist: 5bnlog,(n) = O(nlog(n)).

Die Basis lasst man weg, da alle Logarithmen proportional sind.

Die Laufzeit von Merge Sort ist O(nlog(n))
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Die Schnittstelle Conpar abl e

Wir wollen Such- und Sortieroperationen fir beliebige Objekte definieren.

Dazu verwenden wir die vordefinierte Schnittstelle Conpar abl e:

public interface Conparable {
| nt conpareTo(Cbj ect other);

}

Wenn o: Conpar abl e und ot her : Obj ect und o mit ot her
vergleichbar ist, dann sollte gelten

0. conpar eTo(ot her) < 0, falls o kleiner ot her
0. conpar eTo( ot her) = 0, falls o gleich ot her

0. conpareTo(ot her) > 0, falls o grol3er als ot her
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Beispiele

Die Klasse St r i ng implementiert automatisch die Schnittstelle
Conpar abl e.

Die Ordnung ist dabei die lexikographische Ordnung.

Der Ausdruck
"AAAaaa" . conpareTo(" Mein Schl uessel di enst") hateinen
Wert < 0.

Der Ausdruck " AAAaaa" . conpar eTo( new Poi nt (2, 3)) ist
typkorrekt (warum?) fuhrt aber zu einem Laufzeitfehler
(Programmabbruch).
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Beispiele

Bankkonten nach threr Kontonummer sortieren:

publ i c cl ass Bankkont oAngeor dnet extends
Bankkont o i npl enents Conparabl e {
public int conpareTo(Object other) {
return get Kontonumer () -
( ( Bankkont o) ot her) . get Kont onunmer () ;

}

Will man verschiedene Anordnungen, so verwende man das
Strategiemuster. Siehe auch Conpar at or .
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Anwendung Im Beispiel

Will man andere Objekte als Zahlen sortieren, so schreibe man also
nmergeSort (Conparable[] a, int from int to){...}

und ersetze im Code jeweils x < y durch x.conpareTo(y) < O.
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Typvariablen

In der Java Dokumentation steht:

public interface Conparabl e<T> {
public int conpareTo(T 0);

}

Was bedeutet das?

Es handelt sich um eine parametrisierte Schnittstelle.

Die Schnittstelle Conpar abl e<I nt eger > deklariert eine Methode
public int conpareTo(lnteger o0);

Die Schnittstelle Conpar abl e<St udent > deklariert eine Methode
public int conpareTo(Student 0);

Die Schnittstelle Conpar abl e ist eine AbkUlrzung fur

Conpar abl e<(bj ect >.
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Anwendung

Versucht man

public static <T> void nerge(Conparabl e<T> a,
int from int md, int to){
| f(a[i1l].conpareTo(ali 2])<0)
}

so kommt

conpareTo(T) in java.lang. Conpar abl e<T> cannot be
applied to (java.l ang. Conpar abl e<T>)
{ 1f (a[il].conpareTo(a[i?2])<0)

Das Argument b ina. conpar eTo( b) muss vom Typ T sein, wenn a
vom Typ Conpar abl e<T> ist.

Beachte: Das vorgestellte <T> bezeichnet, dass die Deklaration durch T
parametrisiert ist. Flr jede konkrete Einsetzung von T ergibt sich ein
anderer Typ. (“Typschema”).

Informatik | XI11: Algorithmik: Sortieren und Suchen 400



Losung: Constraints und Wildcards

Korrekterweise deklariert man

<T extends Conparabl e<T>>nergeSort (T[] a,
int from int to){ ... }

oder

<T extends Conparabl e<T>>nergeSort (ArrayLi st<T> a,
Int from int to){
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Wildcards

In der Dokum. findet sich sogar:

<T extends Conparabl e<? super T>>nergeSort (ArraylList<T> a,
int from int to){ ... }

Also muss T Subtyp von Conpar abl e<S> sein, wobel S ein Supertyp
von T ist.

Das ? ist eine Wildcard, sie steht flir irgendeinen Typ, der die entsprechende
Bedingung (formuliert mit super oder ext ends) erfllt:

? super T:ein Supertyp von T.

? extends T:ein SubtypvonT.
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Binare Suche

Um in einer bereits sortierten Array zu suchen, bietet sich die bindre Suche
an:

public static bool ean sucheVonBi s(Conparable[] I,

hject w, int i, int j)
{
1f (1 >]) return false;
1f (I ==7]) return O == [[1].conpareTo(w);
int m= (i+) / 2;
Conparable wm = | [ n];
I nt conp = wm conpareTo(w);
1 f (conp == 0) return true;
If (comp <0) // wn< w
return sucheVonBi s(l,w mtl,j);
el se
return sucheVonBis(l,wi,m1l);
}
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Verbesserte Typisierung

Man gebe eine verbesserte Typisierung mit Typvariablen und Wildcards an.
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Rekursion

Den Aufruf einer Methode in threm eigenen Rumpf bezeichnet man als
Rekursion.

Man muss aufpassen, dass die Rekursion irgendwann zum Ende kommt.

public static void f() {

f();
}

Ist schlecht. Sobald man f () aufruft, “hangt sich der Rechner auf.”

Rekursion bietet sich immer dann an, wenn man die Losung eines Problems
auf die Losung gleichartiger aber kleinerer Teilprobleme zurtckftihren
kann.
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Weitere Beispiele von Rekursion

e Aufzaehlungsverfahren (alle Permutationen, Pflasterungen, etc.)
e QuickSort
e Ackermannfunktion:
A0,y) =y +1
Alx+1,0) =1
Az +1,y+1) = A(z, Az + 1,y))
e Tiirme von Hanoi (Ubung)

Merke: Will man zeigen, dass eine rekursive Methode eine Spezifikation
erfullt (Mor- und Nachbedingung), so darf man dabei annehmen, dass
rekursive Aufrufe im Rumpf der Methode diese bereits erfillen.
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Zusammenfassung

e \erschiedene Algorithmen (Rechenverfahren) fiir das gleiche Problem
kdnnen sich drastisch in der Laufzeit unterscheiden.

e Die O-Notation gestattet es, Angaben Uber die GroRenordnung einer
Funktion, z.B. der Laufzeit zu machen.

e Selection Sort ist ein O(n?) Verfahren, Merge Sort ist ein O(n log(n))
Verfahren zum Sortieren von Arrays. Merge Sort ist auch empirisch
wesentlich performanter.

e Typvariablen und Wildcards erlauben prazisere Typisierung unter
weitgehender Vermeidung von Cbj ect und typecast.

e Rekursive Verfahren beruhen auf der Zerlegung eines Problems in
Kleinere gleichartige Probleme.

e Formal bedeutet Rekursion den Aufruf einer Methode in ihrem eigenen
Rumpf.
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